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"Sans l'incertitude, I'aventure n’existerait pas”, AlaBgjourné

Objectifs du TP e Comprendre l'intérét de I'analyse de sensibilité pour urdéde physique
donné,
e Savoir appliquer une analyse de sensibilité locale et ¢goba

1 Introduction

De maniere générale, tout probléme de physique (thermipéeanique des fluides ou autres) est
traité par le biais d'une équation ou d'un systeme d’équatidifférentielles, qui traduisent un lien
entre la grandeur d'intéréj (ici un scalaire) et la variable de travail (le temps ou les variables
d’espace), les paramétrpsdu modéle (de dimensiol,,) et les entréeX du modele (de dimension
N,).

Les paramétrep sont des grandeurs parfaitement connues pour le modeélié étied constantes de
physique telles que celles de Stefan Boltzmann, de PlanckPar contre, les entréd6 du modele
sont a priori "connues" mais leurs valeurs nominales séesla une certaine incertitude (c’est pour
cette raison qu’on les dissocie des parametres du modéegxpmple pour I'étude de la propagation
des feux de végétation, la charge au sol de la végétatiamnitité de la végétation, ... sont des
grandeurs qui peuvent étre connues en moyenne, mais ellesmievarier dans I'espace ou dans le
temps.

Ces incertitudes liées aux entré&&slu modeéle peuvent avoir des conséquences sur la grandbar—rec
chéey en introduisant une incertitude sur la valeur obtenue. Rample, sur les feux de végétation,
les incertitudes liées a la charge au sol et a 'humidité dggtaux peuvent modifier grandement des
valeurs des vitesses de propagation du front de flammesusstigrar le modéle physique.

Par définition, I'analyse de sensibilité étudie comment gkasurbations sur les entrées du modéle
engendrent des perturbations sur la sortie d'un modéld! [@fiste trois grandes classes de méthodes
d'analyse de sensibilité :

¢ les méthodes de screening,

e |'analyse de sensibilité locale,

¢ l'analyse de sensibilité globale.

Les méthodes de screening ont pour objectif de hiérarchisgitativement I'importance de chaque
variable d’entrée par rapport a leur influence sur la sodienddéle étudié. L'analyse de sensibilité
locale ou globale offre la possibilité de quantifier cettéraichie au sein des paramétres d'entrée
et de donner un ordre de grandeur des écarts au sein de cetie niérarchie. La différence entre
les analyses de sensibilité locale et globale réside unignesur le fait que I'analyse de sensibilité
locale étudie comment de petites perturbations prisesiadione valeur nominale pour les entrées du
modéle alors que I'analyse de sensibilité globale analygtibence de chaque entrée sur son domaine
entier de variabilité.
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FIGURE 1 — Modéle radiatif de flamme solide

Au travers de ce TP, nous présenterons une approche pourecktagse de méthode d'analyse de
sensibilité :

e Analyse de sensibilité locale : approche OAT (One factor iid),

e Méthodes de screening : approche de Morris,

e Analyse de sensibilité globale : indice de sensibilité dedbpar Monte Carlo.

Décrivons a présent, le modeéle que nous allons utilisemtleea TP.

2 Modele étudié dans le cadre de ce TP

Pour donner un cadre d’application a ce TP, nous allonsétlalidensité de flux radiatif émise par
une flamme dans son proche voisinage. Nous supposeronsttpilarame peut étre représentée par
un cylindre de diamétr® et de hauteud (Cf. Figure 1). Nous émetterons également I'hypothése
que la flamme est a une température uniforinepnstante.

D’un point de vue radiatif, nous admetterons que la flammemag comme une surface solide (d’ou
le nom du modeéle de flamme solide) ou les surfaces supérieim&eeure du cylindre ne seront pas
prises en compte pour calculer les densités de flux rayonnées

La densité de flux radiatif recue en un capteur situé au paird une distancd. du centre de la
flamme est donnée par I'expression :

Prad = EUTLlAS'fIammeFffc (2)

ou e est I'émissivité équivalente de la flamm$yamme la surface totale de la flamme émettant du
rayonnement efamme-capteur€St UN terme équivalent a un facteur de forme entre la flamfike s
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le capteur dont les unités sont donnés er?m?ﬂammegcapteurest obtenu en calculant :

1 cos O cos O
F_ .= — S 3
fe Sfamme /Sﬂamme wd? flamme ®)

F;_. se développe sous forme d’une relation analytique simpteeelle a été démontrée par Beyler

[2]:
Stammel't—c = Ll/S arctan <\/(B + (5 - 1)> _A- 1/5 arctan (VW)

/B2 -1 (B—1)(S+1)) =v/AZ-1 (A—1)(S+1)
@)
avec,
2H 2L h2+5%24+1 1+ 52
h="1 5=% A= — B==3 )

Par conséquent, la densité de flux radiatify est obtenue par un modéle direct (pas de résolution
d’équations différentielles) et dépend de plusieurs desmEentrée. Ainsi,

parameétre
=~
@rad:f L 763T>D>H (6)
N———
entrées
Nous allons donc étudier les influences des incertitudes, @& D et H sur la valeur depraq €n
imposantL a une valeur fixe.
Travail 1 - Travail préparatoire
1.1 - Sous Matlab, préparez une fonction qui calcule la d&nis flux rayonné en fonction des para-
meétres d’entrées. Votifeunct i on devra débutée par I'entéte suivante :
function DFl uxRad = Fl ammeSol i de( Par anetres, Entrees)

ou le vecteuiPar amret r es contiendra la valeur de etEnt r ees les valeurs d&, T, DetH.

1.2 - Testez votre fonction pour des valeurs de parametrésdig = 0.9,7 = 1300 K,D = 0.5 m et
H =1.5m, en faisant variet de 0,5 m a 5 m. Vérifiez que vos résultats sont conformes a ceux
de la Figure 2.

3 Analyse de sensibilité locale : approche One factor At Time

Une analyse de sensibilité locale mesure la sensibilitéaléations de la sortie du modéle (igien ne
faisant varier qu’une seule variable d’entrée alors qualies sont fixées a leurs valeurs nominales.
Il convient alors de considérer que de faibles variationsg gbacune des composantesXi¢entrées

du modéle).

L'analyse de sensibilité locale étudie comment de petitgtugbations autour d’'une valeur de réfé-
rence des entrées influent la sortie du modéle. Cette anadysionc liée a un "point de fonctionne-
ment" particulier (pour des valeurs donnéesXge

L'approche "One factor At a Time" consiste a déterminer tatides de sensibilité définis par des
dérivées patrtielles,

Jy

Si =
90X |x—xo

(7)
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FIGURE 2 — Représentation de la densité de flux radiatif en fonct®tadlistance d’éloignement du
centre de la flamme pour le jeu de paramétre cité au Travail 1.2

S; exprime alors l'effet sugy d’'une perturbation de la variable d’entrég autour d'un point de
fonctionnemenX?'. L'indice de sensibilités;, défini par la relation (7), n’est pas une grandeur normée
ce qui rend impossible la comparaison de plusieurs indieessdsibilité issus de grandeurs physiques
qui ne sont pas exprimés par de mémes unités. Il convierg déoprivilégier un indice de sensibilité
normé par,

X? oy
= 09X (8)
Y 0X; |x_xo

oty est la valeur de sortie du modéle obtenue pour le ve&&uromme variables d’entrée. Plus la
valeur de I'indice de sensibilité est importante, plus leap#tre d’entrée étudié a une influence sur
la sortie du modele.

Comme il a été évoqué précédemment, I'analyse de sersiloiiale donne une information valable
uniquement autour du point nominX® ol cette analyse est appliquée. Elle ne renseigne en rien de
I'influence des parameétres d’entrée sur 'ensemble de Bamsines de variabilité : c’est le role de
I'analyse de sensibilité globale.

Travail 2 - Travail sur I'analyse de sensibilité locale

2.1 - Sous Matlab, préparez un nouveau script qui permetipliguer une analyse de sensibilité
locale sur le modéle de flamme solide,

2.2 - En considérant des variations de 1% pour estimer vasdadie sensibilité, quelle est, parmi
vos paramétres d’entrée, la grandeur qui influe le plus laesdu modéle ? Nous utiliserons
comme valeurs nominaled;=2 m,e=0.3,7 =1300 K,D =0.5metH = 1.5 m,

2.3 - Est-ce que la hiérarchie de vos parameétres d’entréggels vous considérez maintenant des
variations de 0,5% et 0,1% pour estimer vos indices de sétésbEt pour 10% ?
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4 Méthodes de screening : approche de Morris

L'approche de Morris [3] est en quelque sorte une génétalisae la méthode OAT sur I'ensemble
du domaine de variabilité de chaque variable d'entrée eGethnigque permet d’apporter plus d'infor-
mations sur le modéle étudié que I'approche OAT en permtadtanlasser (sans quantifier) les entrées
selon trois classes [4] :

e entrées ayant des effets négligeables,

e entrées ayant des effets linéaires et sans interactionewvegitres variables d’entrée,

e entrées ayant des effets non linéaires et/ou avec intenacti

Cette approche consiste dans un premier temps a discrétiague espace de phase des paramétres
d’entrée en un nombre donné de niveaux (pour le paramétngrééeX ;, la largeur d’'une discrétisa-
tion de son espace de phase est ndtég;). Une expérience démarre avec un point de départ qui est
choisi aléatoirement au sein de I'espace de phase discréspérience se poursuit en sélectionnant
une variable d’entré€(; parmi lesN.. Le point est alors déplace au sein de I'espace des phases dis
créetisé selon soit "+A X, ou "-" AX;. A l'issue de ce déplacement, un effet élémentaire est évalu
(pour la variableX; et I'expérience),

E(Z) _ y(Xl,...,Xj:tAXj,...,XNe)—y(Xl,...,Xj,...,XNe)
J

AT, (©)

L'expérience se poursuit en sélectionnant une nouvellection parmi lesN, — 1 restantes et un
nouvel effet élémentaire est estimé. L'expérience s'arl@tsqu’un effet élémentaire a été calculé
pour chaque variable d’entrée. Cette approche est aloé&éep fois (r étant généralement choisi
entre 5 et 10) [4].

Une fois lesr expériences réalisées, le plan d’expériences fournit-dohantillon des effets pour
chaque entré€(;. Deux caractéristiques peuvent étre estimées pour chagamptre d'entrégy; la
moyenne des valeurs absolues des effedr%2 gécart type des effets,

=130 |5 0
=1
2 LN~ (0] )
9 = Z <‘EJ MJ) (11)

=1
E;f(l) est |'effet élémentaire normé d@]@. L'approche de Morris consiste alors a tracer, sur une méme

figure, les résultats de chaque paramétre d’entrée seIooded;onnée{;zj, o—j) . Cette représentation

permet alors d’interpréter les résultats de cette anabissi,

e plusc; est élevé par rapporyd, moins I'hypothése de linéarite et de non interaction egirgte,

e Sio; << u;f etpj est elevé, alors I'entré&; est influente sur la sortie du modele

e sio; ety sont du méme ordre de grandeur, I'entfégest fortement influente avec des effets non
linéaires et ou d'interactions,

e sila sortie dépend linéairement dg et queX; n'interagit pas avec les autres entrégs les i,
sont égaux ef;, est alors égale a 0.
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Travail 3 - Travail sur I'approche de Morris

3.1 - Sous Matlab, préparer un nouveau script qui permetmptiquer une approche de type Morris
sur le modéle de flamme solide,
Pour la suite, chaque paramétre d’entrée sera considéng lssl domaines de variabilité sui-
vants,
€ €10.1,0.5], T € [1100 K, 1500 K], D € [0.25 m,0.75 m] et H € [1,25 m, 1,75 m| en fixant
L=2m.

3.2 - Quelles sont vos conclusions sur l'influence des paras@’entrée sur la sortie du modéle ?
Faire varier le nombre de discrétisation de I'espace degphagprenant comme base 10 élé-
ments.

3.3 - Est-ce que ces nouvelles conclusions sont en adéquaitse celles qui avaient été obtenues a
l'aide d’une analyse de sensibilité locale ?

5 Analyse de sensibilité globale : indice de Sobol

L'approche de Morris permet de hiérarchiser I'influence pasmeétres d’entrée sur la sortie du mo-
déle. Cependant, ce classement n'est en rien quantifialde ieteractions entre les parameétres d’en-
trée ne sont pas revélées. Une analyse de sensibilité glaladha détermination des indices de Sobol,
permet d’'obtenir plus d’informations sur le modéle étudidevant ces limitations.
Afin d’apprécier l'influence du parametc¥; a la variance de la sortig, il convient de calculer la
variance conditionnelle dgsachantX; = X/, notéel/(y|X;). La vraie valeutX* du parametreX;
n’étant pas connue, il convient de prendre I'espéranc¥ @eX;), pour toutes les valeurs possibles
de X *. Cette espérance est notBeV (y|X;)).
Plus le paramétré&l; contribuera a la variance dg plus la quantitéZ(V (y|X;)) sera petite. L'espé-
ranceE(V (y|X;)) intervient dans I'expression de la variance totaleydeotéeV/ (y), qui se décom-
pose ainsi :

V(y) = V(E(y|X:)) + E(V(y|X;)) (12)

Le termeV (E(y|X;)) est la variance de I'espérance gleonditionnellement &;. Ce terme repré-
sente un indicateur de la sensibilitégla X;. En effet, plus le paramett®; contribuera a la variance
de y, plus la quantitéV (E(y|x;)) sera élevée. Afin d'utiliser un indicateur normalisé, licel de
sensibilité de; au parametreX;, notéS;, est défini par :

V(B
5= TT) 13)

La valeur de l'indice de sensibilitg; est comprise entre 0 et 1. Plus sa valeur sera proche de leplus
parameétreX; contribuera a la variance de La somme des indices de sensibilité associés a chaque
parameétreX; du modéle étudié vérifie la relation :

Ne
d osi<i (14)
=1
Si le modéle étudié est additif, il peut se réécrire sousriaéo:
Ne
y=ap+ Zyz(Xz) (15)
i=1

6
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ol ag est une constante et les fonctions: = 1,..., N, sont éventuellement non linéaires en les
Ne
parameétres. Dans le cas d'un modéle additif, on aS; = 1.

=1
Si le modele est non linéaire et non additif, I'interactiorire les différents paramétres va également
influer la variance de la sortie. Dans ce cas, l'inditen’est plus l'indicateur approprié et on préfére
I'indice de sensibilité totale, not&;; et défini par :

o V(EWIX)
Sri=1 Vi) (16)

Le termeV (E(y|X~;)) représente la variance de I'espérance conditionnelleasai¢bus les para-
meétres saufX;. L'indice de sensibilité total&r; regroupe la contribution due au paramé¥gseul,

ce qui correspond a I'indics;, et la contribution due a I'interaction d€; avec les autres parametres.
Cette derniére contribution donne également lieu a desesdie sensibilité "croisés" d’ordres supé-
rieurs. Dans [5], il est montré que la variance totale; geeut se décomposer comme suit :

Z Va3 S Vit e, (17)

=1 j=i+1

avec :
Vi=V(E(y|X:))
Vij = V(E(y|Xi, X;) = Vi = V; (18)

En divisant I'équation (17) pdr (y) afin de normaliser les indicateurs, il vient :

1= ZS + Z Z Sij+ ...+ 512..N, (19)

=1 j=i+1

ou S; représente l'indice de sensibilité du paramétie c’est-a-dire sa contribution seulddy). Il
est aussi appelé indice de sensibilité a I'ordre 1. Les te$yg ..., S12..., Sont donnes par :

_ Vi
5 = V(y)

(20)
Vi2..N.
V(y)

Le termesS;; représente la contribution due a l'interaction du paraengtravec le parameétre;. .S;;
est appelé indice de sensibilité a I'ordre 2. De méme, ledefm . représente la contribution due
a l'interaction du parameétr; avec tous les autres paramétres et est appelé indice dbikEnai
I'ordre N.. L'indice de sensibilité total&; du parametreX; est ainsi donné par :

S12..N. =

—S + 5 Szg + 5 5 Szgk"‘ +Sz'jk...Ne (21)
J=1k=j+1
J#Z J#L ki
J#i

Les indices de sensibilité présentés précédemment pepaebois étre calculés de fagon analytique
lorsque la fonctiory du modéle étudié est connue. Cependant, méme dans ce esseguhtions du

7
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modéle sont complexes et les paramétres nombreux, ce agsbyjours possible. Par conséquent, il
est nécessaire de pouvoir estimer ces indices.

Il existe différentes techniques d'estimation des indidessensibilité dans la littérature [1, 5, 6].
L'approche présentée ici est basée sur la méthode de Monite [6ja

Supposons que I'on dispose d'un échantillon de taVleles N, paramétres du modéle étudié, pris
de facon aléatoire. On nof€’ la kieme valeur du paraméteg; issue de I'échantillon. L'estimée de
I'espérance dg, notéeE(y), est donnée par :

N
Bly) = Souxk, X5 (22)
k=1

De méme, I'estimée de la varianceylenotéef/(y), est donnée par :
| N
Viy) = 5 v (X7 XK — (B@w) (23)
k=1
Dans [5], une estimation de la varianceideonditionnellement &; est proposée. Elle est basée sur
I'estimation de I'espérance et nécessite deux échargiblas paramétres, afin de faire varier tous les
parameétres sauX;.
Supposons que I'on dispose de deux échantillons de fillea ki€me valeur du paraméti; issue
de I'échantillon 1 est notéﬁ’{Cl et celle issue de I'’échantillon 2{{“2. L'estimée de la variance dg
conditionnellement &’;, notéeV;, est donnée par [5] :

A

V; =U; — (E(y))? (24)

avecU; donné par :

N

A 1

Ui = N Zy(X{ﬂv cee 7XZZ€—117XZ']§17XZ']$1’ U ’X]]ifle)
k=1

(25)
xy(XP2 . XE L XM xR X
L'estimée de I'indice de sensibilité de premier ordkeest alors donnée par :
vV
Si=— (26)
V(y)
Par ailleurs, I'estimée de l'indice de sensibilité d’or@8;; est donnée par
. Vi
Sij = =2 (27)
V(y)
avecV;; donné par :
Vij = Ui — (E(y)* = V; =V} (28)
ouU;; est basée sur 'estimation de I'espérance en faisant watierles paramétres saiff et X :
| X
Uij = N y(Xfla s aXikfllaXikl’XfJ}b ce aX]kibX]klaXf}rla cee aX]]i/'le)
h=1 (29)
X y(XT2,. . XF2 L XF X2 X X XX
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Le méme principe est appliqué pour estimer les indices dtosdpérieur. Finalement, I'estimation de
I'indice de sensibilité totale du paramétkg est donnée par :

Sri=1-— Vi
V(y)

ol V.; est I'estimation de la variance geconditionnellement a tous les paramétres s@ufDans ce
cas, tous les parameétres sont constants Xagjui varie.V.; est donné par :

(30)

Vei=Us —(E( ))?
1 N
Nzy Xflw-szkfll?Xkl szJih?X]]ii) (31)
k=1
x y(XFL L XRLXR2 Xﬂl,...,X]’“Vle)

L'avantage de cette approche est qu’elle permet d’'estisgimidices d’ordre supérieur a 1 avec les
effets dus aux interactions entre les parameétres d’enttés effets totaux. Cependant, cette technique
nécessite deux échantillons pour estimer les indices duiprerdre, ce qui demande dans un certain
nombre de cas, un co(t de simulations relativement élevé.

Travail 4 - Travail sur I'analyse de sensibilité globale

4.1 - Sous Matlab, préparer un nouveau script qui permetgptiqguer une analyse de sensibilité
globalevia les indices de Sobol,
Pour la suite, chaque paramétre d’entrée sera considéng lssl domaines de variabilité sui-
vants,
€ €[0.1,0.5], T € [1100 K, 1500 K], D € [0.25 m,0.75 m] et H € [1,25 m, 1,75 m| en fixant
L=2m.

4.2 - Déterminez les indices de sensibilité du ler ordretatitopour chaque paramétre d’entrée.

4.3 - Est-ce que ces nouvelles conclusions sont en adéquaitie celles qui avaient été obtenues a
I'aide des deux autres analyses de sensibilité ?

4.4 - Quels couples de parameétres possedent des effeerdition sur la sortie du modéle ?

Travail 5 - Travail sur les fonctions de sensibilité
5.1 - Adaptez votre code Matlab pour répéter I'analyse dsib#ité globale plusieurs fois en faisant
variant le parametré. On le fera évoluer de 1 ma 3 m.

5.2 - Tracez les évolutions de vos indices de sensibilitérdmier ordre et totaux en fonctiadh: on
parle maintenant de fonctions de sensibilité.

5.3 - Est-ce que le paramétre le plus influent sur la sorfiee® m I'est également sur toute la plage
delma3m?
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